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Resume 

Get article a pour objet le probleme des arcs de Nash, selon lequel il 
y aurait autant de families d'arcs sur un germe de surface singulier U que 
de composantes essentielles d'une desingularisation de cette singularite. Soit 
W = U une decomposition particuliere de I'espace des arcs, decrite plus 
avant. On propose deux nouvelles conditions sufHsantes permettant d'afHrmer 
que Na (f- Nj^, a ^ (5 ; plus precisemment,pour la premiere, on montre que, s'il 
existe une fonction f dans I'anneau local de U telle que ordEaif) < ordE^if), 
ou Ea, Ejj sont des diviseurs issus de la desingularisation minimale, alors 
Na (/i A'^.La deuxieme condition, utilisee dans le cadre d'une singularite ra- 
tionnelle de surface, est la suivante : soit [S^s) et {S',s') deux singularites 
rationnelles de surface telles qu'il existe un morphisme dominant et bira- 
tionnel vr de {S,s) sur (S", s') ;alors, soient E^, Ep deux diviseurs issus de 
la desingularisation minimale de (5", s) tels que leurs images par vr, E'^ et E'^, 

sont des diviseurs exceptionnels pour (5",s') ; si N'^{S' ,s') <f. N'p{S',s') alors 
Na(S,s) (fi Np{S,s). Ces conditions, certes tres simples, nous permettent de 
prouver assez directement la conjecture pour les singularites rationnelles min- 
imales de surface (en utilisant conjointement la decomposition des singularites 
rationnelles minimales de surface en singularites a quotient cyclique de type 
An). Une preuve de la conjecture pour ces singularites a deja ete donnee par 
Ana Reguera dans [REG]. 

Introduction 

L'objet de ce texte est d'enoncer deux nouvelles conditions sufiisantes pour pouvoir 
affirmer que les adherences de deux families d'arcs sur une singularite associees a 
deux diviseurs exceptionnels d'une desingularisation ne sont pas incluses I'une dans 
I'autre. Pour les singularites rationnelles de surface, la premiere condition que je 
vais enoncer est equivalente a celle donnee par Ana Reguera dans [REG]. Comme 
applications directes, nous allons tout d'abord definir une relation binaire sur les 
diviseurs exceptionnels (qui sera un ordre partiel pour les singularites rationnelles) 
et done identifier les families "a problemes", puis nous allons donner une preuve tres 
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simple qu'une reponse affirmative peut etre donnee au probleme de Nash pour les 
singularites minimales de surface, resultat deja acquis par Ana Reguera (cfREG) : 
dans un premier temps nous demontrons la conjecture pour les singularites quotient 
cyclique de type An en appliquant la premiere condition, puis nous recourons a la 
decomposition des singularites minimales en singularites quotient cyclique de type 
An (cf. [SPI l])ainsi qu'a la deuxieme condition, afin de prouver la conjecture pour 
ces singularites. 

Remarque :1a decomposition des singularites minimales de surface en singular- 
ites quotient cyclique de type An est un cas particulier de la decomposition des 
singularites sandwichs en singularites primitives. Cette nouvelle demonstration de 
la conjecture pour les singularites minimales nous donne un espoir de prouver un 
jour la conjecture pour les singularites sandwichs, sous reserve de la prouver pour 
les primitives. 

Je tiens a remercier ici mon directeur de these, Mark Spivakovsky, qui m'a con- 
stamment guidee dans I'elaboration de cet article (et mes camarades du laboratoire 
Emile Picard dont I'aide a ete precieuse pour sa mise en forme). 

1 Rappels et definitions 

Dans cette section on rappellera les definitions ayant trait a la conjecture de Nash 
ainsi que la conjecture elle-meme. 



1.1 La conjecture de Nash 

Cette conjecture concerne la famille des courbes formelles passant par une singular- 
ite et les composantes exceptionnelles d'une desingularisation de cette singularite. 
La conjecture a ete enoncee en toute generalite, bien que nous ne I'enoncerons ici 
que pour les singularites de surfaces. 

Avant d'enoncer la conjecture, rappelons quelques definitions : 
Definition 1. Arc 

Un arc sur un germe U est une courbe formelle parametrisee, i.e. un k-morphisme 
(f) : {spec k[[t]\,0) — > {S,U), on, de maniere equivalente, un k-morphisme Ou — > 

km] . 
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Soit {S, s) une singularite isolee de surface. 

Definition 2. On definit I'image d'un arc (j) comme etant Z[(f)) — sC oil C est le 

diviseur de Weil defim par 6{spec k[[t\]), et si C est la normalisation de C , alors s 
est I'indice de ramification du morphisme {spec k[[t]],0) — >{C,P). 

Definition 3. Soit Ti I'ensemble des arcs du germe singulier U. C'est une variete 
algebrique de dimension infinie. 

Quels sont les ouverts sur Ti. ? lis sont definis par un nombre fini d'inequations sur 
un nombre fini de coefficients des series entieres formelles definissant les arcs. 

(cf.infra section 2.1 pour un calcul explicite de H. pour les singularites A^). 

Soit de nouveau {S,s) une singularite. Soient (Xq, {-Eajj^Q,)) — > {S,s) une desin- 
gularisation de la singularite {S,s), et {Ea}{a) I'ensemble des composantes excep- 
tionnelles associees a la desingularisation. 

La conjecture de Nash consiste a comparer les composantes irreductibles de 7i et les 
composantes {Ea}{a) ; plus exactement, dans le cas des surfaces : 

Conjecture 1. (Nash) 

II y a autant de courbes exceptionnelles dans la desingularisation minimale d'une 
singularite de surface (S, s) que de composantes irreductibles de Ti.. 

Ces composantes irreductibles sont aussi appelees families d'arcs de Nash. En as- 
sociant a chaque famille d'arcs un diviseur exceptionnel, Nash, dans [NASH], a 
montre que le nombre de families est majoree par le nombre de composantes excep- 
tionnelles. 

Considerons la decomposition de Ti, suivante : 

soit Na la famille d'arcs tels que leur transformee stricte est transverse a et n'in- 
tersecte pas les autres composantes exceptionnelles ; ces families sont des ensembles 
irreductibles deTi etTi = [j ;remarquons qu'il y a deja dans cette decomposition 
autant de families que de diviseurs, il nous sufiit done de prouver que pour tout a, 7, 
on a ^ N^. 

Pour de plus amples explications, voir Particle d'Ana Reguera [REG]. 

1.2 Quelques rappels sur les singularites 

Pour plus de coherence, on rappellera dans ce paragraphe les definitions 
des singularites primitives, minimales, quotient cyclique de type A^, sandwichs, et la 
decomposition de ces dernieres en joint birationnel ; pour une theorie plus complete 
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ainsi que pour toutes les definitions, on renvoie le lecteur aux articles de Mark Spi- 
vakovsky (cf.[SPI 1, premiere partie] et [SPI 2]). De plus on ne donne les definitions 
qu'en "fonction" des graphes car les demonstrations sont esentiellement basees sur 
la nature de ces graphes. 

Rappel : quand on desingularise une singularite rationnelle normale de surface, 
des courbes exceptionnelles apparaissent et forment un graphe connexe sans cycle. 
Mais on n'etudie pas ces graphes la, on prefere regarder les graphes duaux, c'est- 
a-dire ceux qui associent a chaque point une courbe exceptionnelle, chaque arete 
representant alors I'intersection entre deux courbes. 

Les poids que Ton associera a une courbe sont moins le nombre d'autointersection 
de cette courbe avec elle-meme.(voir fig.l) 




• * • 1 • 

Fig. 1 - exemple : en haut, graphe avec les composantes ; en dessous, graphe dual 
associe (singularite de type An) 

Remarque : comme on ne va considerer que les desingularisations minimales, les 
poids seront superieurs on egaux a 2 (sauf pour les graphes non singuliers, i.e. issus 
de la desingularisation d'un point non singulier). 

Definition 4. Graphe sandwich 

Un graphe est dit sandwich s'il existe un graphe non singulier le contenant comme 
sous-graphe pondere ; une singularite sera dite sandwich si son graphe dual de reso- 
lution est sandwich. 

Definition 5. Graphe primitif 

Un graphe T connexe est dit primitif s'il existe un graphe non singulier T* tel que 

T cT* et #(r*\r)= 1. 

Une singularite sera dite primitive si son graphe dual de resolution est primitif. 
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Definition 6. Graphe minimal 

Un graphe pondere est dit minimal si pour tout x sommet du graphe uj{x) ^ ^{x), 
oil uj{x) est le poids en x et 7(x) est le nombre d' aretes attachees d x. 
Une singularite est dite minimale si son graphe dual de resolution est minimal, en 
d'autres termes la singularite est minimale si dans sa desingularisation minimale 
toutes les courbes exceptionnelles sont rationnelles, s' inters ectent transversalement 
et le graphe dual est simplement connexe et minimal. 

Remarque : cela equivaut a dire que la singularite est rationnelle et que son cycle 
fondamental est reduit. 

Definition 7. Singularite quotient cyclique de type A„ 

Par An on designe les singularites quotient cyclique dont les poids a chaque sommet 
du graphe dual valent 2 . Ce sont des singularites de surface d' equations (z^^^ — xy) ; 
leur graphe dual de resolution est : 

2 2 2 2 2 2 2 



Fig. 2 - graphe dual d'une singularite de type An 

On appellera ce genre de graphe un graphe "en bambou". 
Definition 8. Joint birationnel 

Soit Zi, Z2 deux varietes algebriques irreductibles et reduites avec le meme corps de 
fonction K. Soit (f) : Zi ^ Z2 la correspondance birationnelle entre ces deux varietes. 
Alors il existe deux ouverts Ui et U2 tels que (f) induit un isomorphisme entre Ui et 
U2. Soit U r image de Ui dans Ui x U2 par le morphisme diagonal oil on identifi,e 
Ui avec U2 par 0. Alors le joint birationnel Z de Z\ avec Z2 est defini comme etant 
la fermeture de U dans Zi x Z2. 

Les singularites minimales sont sandwichs, les quotients cycliques de type An sont 
des primitives, lesquelles sont elles-memes sandwichs. On pent regarder les singular- 
ites sandwichs (resp. minimales) comme le joint birationnel de singularites primitives 
(resp. a quotient cyclique de type An). 

Remarque : Dans les faits on regardera les decompositions en joint birationnel 
des singularites sandwichs en singularites primitives et des minimales en au 
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niveau des graphes. Nous verrons dans la preuve de la conjecture pour les singu- 
larites minimales comment dans la pratique on pent decomposer les graphes des 
minimales en graphe de singularites A„. 

Lemme 2. Les singularites An sont des singularites sandwichs. 

Demomtration. Le graphe de la singularite est contenu dans un graphe non 
singulier, comme le montre la figure ci-dessous : (le signe < veut dire ici "est contenu 
dans") 

2229 2^222221 



Done par definition d'une singularite sandwich, une singularite de type A„ est une 
singularite sandwich. 

□ 

2 Premiere condition sufRsante et resolution de la 
conjecture pour les singularites de type 

Dans un premier temps, nous enoncerons une condition suffisante annoncee pour que 
Ni{S) ^ Nj{S) pour une singularite quelconque, puis on appliquera cette condition 
aux singularites de type A^. 

2.1 Condition suffisante 

Definition 9. Soit S une variete singuliere, U G S ouvert affine. Soient p : X ^ S 
une desingularisation de S et Ei un diviseur issu de la desingularisation de S tel 
que p~^{U) n Ei est non vide. 

Soit f G Ou. On definit I'ordre de f sur le diviseur Ei, note ordE^f), comme suit : 
si f* = p*{f) = t^iEi + (/ ) (avec (/ ) n' ay ant pas Ei comme composante) on note 
Hi = ordEiif). 

Lemme 3. Soit S une variete singuliere, U G S ouvert affine. Soient p : X ^ S 
une desingularisation de S, Ei, Ej diviseurs issus de la desingularisation de S tels 
que p~^{U) n Ek est non vide. 

S'il existe f e Ou telle que ordEiif) < ordEjif), alors Ni{S) <f. Nj{S). 
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Demonstration. Soit / e Ou telle que ordEiif) < ordEjif)- Alors, si est un arc, 
ardt{(t>{f)) = Z{(t)).{f) = Z(0)'.(/*) (cf. [REG]) (on designe par ^(0)' la transfor- 
mee stricte de Z[(j)) par p). 

Done, si on note /* = = jiiEi + (/ ) comme precedemment, or-dt{(j){f)) = 

IJ,iEi.Z{(j)) +(/ ).Z{(f)) . Prenons = 0^ G iVj ne rencontrant pas (/'), alors (/ )-Z{(j)) = 
et iJ,iEi.Z{(f)) = fj^i, done finalement ordt(0(f)) = fJ^i ~ ordEi(f)- 
Par consequent si ordEiif) < ordE^if), pour tout (f)i e Ni et (f)j e A^j ne rencontrant 
pas (/') 

ordtiUf)) < ordtiMf)) (1) 

Les coefficients de (pkif) sont des polynomes en les coefficients de 0^. Done I'inegalite 
(1) donne une inequation sur les coefficients de 0, que les coefficients de (pj ne verifient 
pas (le iiime coefficient est non nul). Alors Ni <f_ Nj. 

En effet si Ni C Nj, prenons 0, G Aj, alors, pour tout ouvert voisinage de 0j 
Vk n Aj 7^ 0. Soit Vfe defini par 1' inequation ci-dessus, c'est un voisinage de 0j mais 
il n'intersecte pas Nj.=><—. □ 

2.2 Premiere application : instauration d'une relation binaire 
sur les diviseurs exceptionnels 

Le critere precedent nous permet d'instaurer une relation binaire transitive sur 
I'ensemble des diviseurs exceptionnels de la desingularisation minimale d'une sin- 
gularite de surface quelconque (qui sera un ordre partiel pour les singularites ra- 
tionnelles). Cela se fait de la maniere suivante : 
soient Ei et Ej deux diviseurs exceptionnels. Alors : 

- s'il existe f et g dans I'anneau local de la singularite telles que ordEiif) < ordEjif) 
et ordEjig) < ordEiig), on dira que E^ et Ej sont incomparables ; 

- sinon pour tout f de I'anneau local on a ordEiif) ^ ordE^if). Si les ordres sont 
egaux pour tout f, le critere suffisant ne donne aucune information. S'il existe un 
f telle que I'inegalite est stricte, alors on dira que Ei < Ej 

Remarque :Dans le cas des singularites rationnelles, il est impossible d'avoir egal- 
ite des ordres ordEiif) ordE^if) pour tout f. En effet, la matrice d'intersec- 
tion est definie negative, done non singuliere. Done il existe un cycle exceptionnel 
'^■rriiEi = B tel que B.Ek ^ pour tout k et 7^ rrij. Par le theoreme de Artin, 
il existe f telle que ordEiif) — ordsjif) = ruj. 
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Cela nous permet d'identifier facilement (on est ramene a de I'algebre lineaire) les 
families de courbes pour lesquelles la conjecture est verifee (et done aussi celles pour 
lesquelles la conjecture n'est pas encore verifee) ; en elfet : 

- si Ei et Ej sont incomparables alors Ni ^ Nj et Nj (f_ Ni ; 

- si Ei < Ej alors Ni ^ Nj ; mais on ne pent conclure pour la reciproque. 

- si Ei — Ej, on ne pent conclure dans aucun sens. 

On pent schematiser cet ordre partiel sur un graphe dont nous allons donner un 
premier exemple, la singularite Eq donnee par I'equation z'^ + + x"^ = : 



2 



2 



2 

« E6 



E5 E4 E3 E2 gi 



3 

(X) 



3 



6 
(z) 



2 3 4 3 2 

(y) 



3 5 6 4 2 
(x'^ +iz) 



4 6 5 
2 

(x -iz) 



Fig. 3 - Graphe dual de Eq et representations des diviseurs {x), {y), (Z), (x^ + 
iz), {x^ — iz) 

En appliquant la condition suffisante precedente, on obtient le schema suivant represen- 
tant les ordres partiels entre les diviseurs : 
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Fig. 4 - Schema des ordres partiels 

(Quand deux Ei sont relies par un trait, avec Ei a droite et Ej a gauche, cela signifie 
que Ei < Ej, de plus "I'ordre partiel" est transitif de la droite vers la gauche ; quand 
ils ne sont pas reliees, cela veut dire qu il n'y a pas de relation et done que les 
families associees sont non incluses I'une dans I'autre). Dans le cas de Eq, on a done 
les resultats suivants : iVi ^ iVj pour i 1, <^ Ni pour i ^ 5, Nq Ni pour 
i ^ 6, N2 <^ Nj pour j = 4, 3, <f_ Nj pour j = 2, 3, et il reste a prouver les autres 
non inclusions. 

2.3 Deuxieme application : le cas des An 

An est la singularite d'equation {z^'^^ — xy). On note les E^ comme ci-dessous : 
El E2 En 



Soit i < j. 

Soit / = x. Alors ordEiW) = i et ordEjif) = j. 
Done, par la condition suffisante, Ni (f_ Nj . 

De meme, si g ^ y , ordEiif) = n - i + 1 et ordE^if) = n- j + 1. 
Done Nj (t Ni, toujours en appliquant la condition suffisante. 
Et ce pour tout 

La conjecture est prouvee pour les singularites quotients cycliques de 
type An 
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Remarque : Dans le cas des singularites de type An, il est facile de calculer les 
families d'arcs directement et de demontrer qu'elles ne sont pas incluses les unes 
dans les autres. C'est d 'ailleurs le rpemier exemple traite par Nash dans son preprint 
[NASH]. Nous souhaitons cependant rappeler ce resultat. 

Considerons le plongement de An dans une variete non singuliere de dimension 3, i.e. 
I'application surjective A;[[a;, 2;]] ^O^jv.o- Alors, les arcs sont decrits par des series 
entieres : {x(t),y(t), z(t)) = {ait + ...,bit + Cit + ...); de plus, on ne considere que 
les arcs tels que leur transformee stricte intersecte transversalement une des courbes 
exceptionnelles et n'intersecte pas les autres composantes exceptionnelles ; or z — 
est I'equation locale de chacune des composantes exceptionnelles dans son point 
generique (on le voit en eclatant "a la main" la singularite d'equation (2;"+^ = xy)) ; 
cela implique que le premier coefficient de la troisieme serie Ci est non nul sur cha- 

Ti + l 

cune des varietes Ni. De plus, y = ce qui implique que les families de courbes 
sont : 

Ni = {ait + 02^^ + bnf + Cit + ...), avec c""^^ = fe„ai, ... 

N2 = {a2t^ + bn-it"-'^ + Cit + ...), avec 0^+^ = 6n-ia2, ••• 

Nn = {ant"' + ...,bit + b2t^ + cit + ...), avec Ci+^ = 6ia„, ... 

Les adherences de ces families de courbes formelles (pour la topologie de Zariski) 
sont non incluses les unes dans les autres : 

Supposons qu'il existe i, j G N avec i < j tels que Ni{An) C Nj{An). 
Soit / e Ni{An), f = {aif + 6„_,+ir-^+i + cit + ...). 

Alors, / e Nj{An), i.e. tout ouvert voisinage de f dans I'espace des arcs intersecte 

Pour trouver une contradiction, il nous faut trouver un voisinage Vf de f tel qu'il 
n'intersecte pas Nj{An). Soit Vf = {{x{t),y{t), z{t)) e 7i/ai 7^ 0} ; c'est un voisinage 
de f; pour tout £ V/, le ieme coefficient de la premiere serie entiere est non nul, 
alors que tons les elements de Nj{An) ont la ieme coordonnee nulle (ici i < j). 
Done Vf ne rencontre pas Nj{An). =><= 

Done pour tout i,j on a Ni{An) <f- Nj{An), i.e. on a n families d'arcs, dites de Nash 
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3 Deuxieme condition sufRsante et resolution pour 
les singularites minimales 

3.1 Deuxieme condition suffisante 

Soient {X,x) et {Xq,xo) deux surfaces algebriques avec une singularite rationnelles, 
p : {X',{Ei}i^s) iX,x) et Po : {X'q, {Ei'^}i^Si) {Xo,xo) les desingularisations 
minimales de (X.x) et (Xo,xo). Soit tt : {X,x) — > {Xo,xq) un morphisme domi- 
nant, birationnel entre les deux surfaces. 

L'application %' : {X', {Eiji^s) (Xq, {Ei'ji^Si) induite par n, est birationnelle et 
done decomposable en une suite d'eclatements, par consequent on pent associer a 
chaque {Ei^} une courbe exceptionnelle E^, i.e. 5 — 5i U 82 et E/^ — 7r{Ej) pour 
tout i & Si, les autres composantes exceptionnelles se contractant en les points 

{tti^i) eEi^ ieSietleS2 . 

Le morphisme tt induit sur I'espace des arcs un morphisme continu tt^. Alors on a 
la proposition suivante : 

Proposition 4. Si Wi((Xo,xo)) (f. N'j{(Xo,xo)) alors N'i((X,x)) ^ N'j((X,x)) pour 
ij e 5i. 

Demonstration. On a besoin des deux lemmes suivants pour prouver la proposition : 

Lemme 5. tt* : Ni((X,x)) — > Ni((XQ,Xo)) est elle-meme dominante. 

Demonstration. Notation : soient Mj I'ensemble des arcs transverses a Ei, M.P 
I'ensemble des arcs transverses a Ei* dans X' et Xq ; Ni{X, x) = p{Mi) et Ni{XQ, xq) — 
Po(-^i°) (p et Po sont des isomorphismes hors de I'ensemble exceptionnel). 

Nous allons montrer que 7r*(Mj) est dense dans Mj°, ce qui impliquera que 7r*(Mj) = 
Mj° et que 7r*(A^i((X, x))) est dense dans A'j((Xo, Xq)). 
On pent ecrire explicitement 7r*(Mj) : 

7r*(Mj) = {(p arcs/(j) transverse a Ei' et 0(0) 7^ pour tout I}. (2) 

II nous reste maintenant a demontrer le lemme suivant : 

Lemme 6. Soient L une surface lisse, E une courbe rationnelle sur L et E"^ = E\F 
oil F = {ai} un ensemble fini de points de E. 

Soient N — {(f) arcs /(f) transverse a E} et M — {(f) arcs /(f) transverse a 
Alors M est dense dans N . 
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Demonstration. On a M C car M = {0 e N/(j){0) ^ F} . 
Done M est un ouvert de Zariski de N, non vide. 
D'ou M est dense dans N. 

□ 

Par le lemme precedent on sait que 7r*(Mj) est dense dans Mj°, ce qui implique que 
'^*{Ni{{X,x))) est dense dans iVj((Xo, xq)) . 

□ 

Par le lemme 3.1 on sait que 7r*(iVj((X, x))) est dense dans A^j((Xo, xq)). Done il 
existe / G 7r*(iVj((X, a;))) telle qu'il existe un voisinage V/ de / qui n'intersecte pas 
Nj{{Xo,xo)) (car Wi{{Xo,xo)) ^ Wj{{Xo,xo)) ). Mors si on pose g = 7r=,-^(/) e 
Ni{{X,x)), et Vg = 7i'*~^(V/) un voisinage ouvert de g (tt* est continue), Vg n'inter- 
secte pas Nj{{X,x)), ce qui equivaut a dire que Ni{{X,x)) (f. Nj{{X,x)). 

□ 

Exemple d'application :nous donnerons dans la section suivante un exemple d'ap- 
plication simple (car les singularites minimales et les singularites de type An verifient 
les hypotheses de la proposition), mais nous souhaitons ici donner un autre exemple : 

Corollaire 7. Supposons que la conjecture est verifiee pour les points doubles ra- 
tionnels de type D^, n ^ 4 ; alors si (S, s) est un singularity dont le graphe dual de 
la desingularisation minimale a la meme configuration que celui d'un Dn (mais pas 
les memes poids), alors la conjecture est aussi vraie pour {S,s). 

Remarque :une esquisse de la preuve pour D5 est proposee dans [REG] ; on pent 
done appliquer le corollaire et prouver la conjecture, par exemple, pour la singularite 
dont le graphe est le suivant : 



2 • 



3»- 
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et qui nous promettait de longs calculs pour prouver la conjecture "a la main". 

3.2 Resolution pour les singularites minimales de surface 

Solent {S, s) une singularite minimale, G le graphe dual de sa desingu- 
larisation minimale, n le nombre de sommets de ce graphe. Nous savons deja que le 
nombre de composantes irreductibles de famille des courbes formelles passant par 
{S, s) est majoree par n (cf. [REG] on [LEJ], appendice III), et nous voulons prou- 
ver qu'il y a egalite. 

Solent X, y deux sommets de G, N^, Ny les families de courbes associees k x ei y 
respectivement (selon les notations d'Ana Reguera). On veut montrer que les ad- 
herences de ces deux families ne sont pas incluses I'une dans I'autre. La strategie 
consiste a montrer que I'on peut decomposer en joint birationnel la singularite en 
singularites de type de telle fagon que x ei y appartiennent au meme A^, 
puis a se servir du fait que Nx{Ajf^ ^ Ny{A^ (et inversement) implique que 
Nx{{S,s)) <f. Ny{{S,s)) (et inversement) en utlisant la proposition-condition prece- 
dente. 



Notation : 

- soient Zi, Z2, ...Zk les extremites de G ; 

- Gi designera le graphe d'une singularite Ai. 

Par les proprietes du graphe, on peut joindre de fagon unique les deux sommets x 
et y, par un sous-graphe "en bambou" et prolonger celui-ci de telle facon que : 

1. on obtient un nouveau sous-graphe G' "en bambou" avec m sommets; 

2. les extremites de G' sont par exemple Zi et Z2 (i.e. des extremites de G lui- 
meme, quitte a reenumerer celles-la) . 

Alors le choix de ce sous graphe determine la decomposition en joint birationnel de 
G en graphes Gi, en effet : fixons Zi une extremite ; si w{zi) > j{zi) + 1, on attache 
w{zi) — j{zi) — 1 sommets de poids 1 k zi, sinon on ne le touche pas. A chacun 
des autres sommets z, on attache r{z) — w{z) — j{z) sommets de poids 1 (ici w{z) 
designe moins le nombre d'autointersection de la courbe exceptionnelle du graphe 
de la resolution minimale de {S, s) associee au sommet z du graphe dual, et j{z) 
designe le nombre d'aretes partant de z dans le graphe dual). 
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On a alors plonge G dans un graphe non singulier et ce plongement donne la decom- 
position de G en Gi : chaque Ai correspond a un sous-graphe d'extremites zi et un 
sommet de poids 1 ; 11 y a autant de que de sommets de poids 1, et en particulier 
un de ces sous graphes correspondant a un A^ contient x et y. 



Fig. 5 - exemple de decomposition d'un graphe G de singularite minimale en graphes 
de Ai 

Cette decomposition de G en Gi correspond au joint birationnel des Ai formant 
{S,s). On a done ir : {S. s) A,„, projection qui va de la singularite minimale a 
la singularite A^ "contenant" x et y ; elle est propre, dominante et birationnelle.On 
pent done appliquer la proposition precedente car les singularites de type An verifient 
la conjecture. 

On a ainsi : Nx{{S,s)) (t Ny{{S,s)) et ce, pour tons les x, y sommets du graphe 
dual de resolution de la singularite minimale {S, s) 
La conjecture est done resolue pour ces singularites. 
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